LXVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodéw stopnia drugiego
24 lutego 2017 r. (pierwszy dzief zawod6w)

1. Wykazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2 istnieje doklad-
nie jedna taka dodatnia liczba catkowita n, ze liczba n? + np jest
kwadratem liczby catkowitej.

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata BAC przecina

bok BC w punkcie D. Punkty P i Q sa rzutami prostokatnymi
punktu D odpowiednio na proste AB i AC. Dowiesé, ze pole
tréjkata APQ jest rowne polu czworokata BCQP wtedy i tylko
wtedy, gdy $rodek okregu opisanego na trojkacie ABC lezy na pro-
stej PQ.

3. Dane sg liczby rzeczywiste z; < z, < ... < Zon-1, ktérych
Srednia arytmetyczna réwna jest A. Wykazaé, ze

2n—1 2n—1

2- Z (zi— AP > Z(rl —z,)%
=1 i=1

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin)

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komiitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwigzan réznych zadan.

8. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp., nalety
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawadow lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac z kalkulatorow, telefonéw komérkowych i innych
urzadzeii elektronicznych.
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Rozwiazania zadani konkurs wych
zawodéw stopnia drugiego
24 lutego 2017 r. (pierwszy dzien zawodow)

‘ 1. Wykazaé, ze dla kazdej liczby pilerwszej p > 2 istnieje doktadnie
Jedna taka dodatnia liczba catkowita n, ze liczba n® +np jest kwadratem
liczby catkowite;.

Rozwigzanie:

Niech k > 0 bedzie taka liczba calkowita, ze n? + np = k?. Wtedy

0 =dn(n+p)—4k? = (2n+p)*—dk?—p? = (2n+p—2k)(2n+p+2k) —p?.

Stad p* = (2n+p—2k)(2n +p + 2k). Poniewaz 2n + p + 2k > 0, wiec
réwniez 2n + p — 2k > 0. Liczba p jest pierwsza oraz 2n + p — 2k <
2n+p+ 2k, zatem 2n +p— 2k Jest dodatnim dzielnikiem p?, mniejszym
od p, wige 2n+p -2k = 11 2n+p+ 2k = p? Dodajac stronami
ostatnie dwie réwnosci otrzymujemy 4n + 2p = p? + 1, coyli n = (B4
Udowodnilismy, ze jeéli liczba, . istnieje, to n = (%1)2, wige istnieje nie
wiecej niz jedno n. :

Jeslin = (%1)2, to n jest liczby catkowita, bofp Jest nieparzyste, oraz

e = (55 (55 ) - (5 (25"

zatem n(n+p) = kK dla k = %12;—1 Wobec tego jedyng liczba catkowita
dla ktérej n® + np jest kwadratem liczby calkowitej jest (B4 &)

2. W tréjkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata BAC przecina bok
BC w punkcie D. Punkty P i Q sa rzutami prostokatnymi punktu D
odpowiednio na proste AB i AC. Dowiesé, ze pole tréjkata APQ jest
réwne polu czworokata BOQP wtedy 1 tylko wtedy, gdy srodek okregu
opisanego na tréjkacie ABC lezy na prostej PQ.

Rozwigzanie:

Sposdb I: Zatdzmy, ze prosta AD przecina okrag opisany na tréjkacie
ABC w punkcie E i oznaczmy przez M érodek odcinka AE (rys. 1).
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4. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw AB i AC
odpowiednio w punktach D i E. Punkt J jest §rodkiem okregu do-
pisanego do tréjkata ABC, stycznego do boku BC. Punkty M i N
sg odpowiednio $rodkami odcinkéw JD i JE. Proste BM i CN
przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodni¢, ze punkt P lezy na okregu
opisanym na tréjkacie ABC.

Uwaga. Okregiem dopisanym do tréjkate nazywamy okrag styczny do jednego z bokdw i do
przediuien dwéch pozostabych.

5. Smakosz Jan poréwnywal n restauracji, gdzie n jest dodatnia
liczba calkowita. Kazda pare restauracji poréwnat w dwdéch kate-
goriach: smacznosci positku oraz jakosci obstugi. W przypadku nie-
ktorych par Jan nie mégt sie zdecydowac, ktdra uwaza za lepsza w
ktorej$ kategorii, ale w zadnej parze nie zdarzyto sie to w obu ka-
tegoriach. Ponadto, jedli Jan uznal, ze restauracja A jest lepsza od
restauracji B w ktérej§ kategorii, oraz stwierdzil, ze restauracja B
jest lepsza od restauracji C' w tej samej kategorii, to uznal réwniez,
ze A jest lepsza od C' w te] kategorii. Udowodni¢, ze istnieje taka
restauracja R, ze kazda inna restauracja zostala uznana za gorsza
od R w chociaz jednej kategorii.

6. Dana jest liczba pierwsza p > 2 oraz liczby z,y € {1,2... ., 3%1}
Wykaza¢, ze jesli liczba z(p — z)y(p — y) jest kwadratem liczby
catkowitej, to = = .

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwigzan réznych zadah.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp., nalesy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych

rys. 1

Pole czworokata BCQP jest réwne polu trojkata APQ wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy pole trojkata APQ stanowi potowe pola tréjkata ABC.
Korzystajac ze wzoru na pole tréjkata dostajemy réwnogé

1

. 1
EAP - AQ -sin¥BAC = 3 %AB “AC -sin ¥ BAC

lub réwnowaznie 2AP - AQ = AB - AC.
Tréjkaty ABD i AEC sg podobne, gdyz ¥CBA = YCEA oraz
$BAD = $DAC. Wobec tego
AB _ 4z
AD ~ AC’
wigc warunek dany w zadaniu jest réwnowazny réwnosci 2AP - AQ =
AD . AE.
Poniewaz AM = ME, to AP - AQ = AD - AM, stad
AM AP "
AQ ~ AD’ M




baczac (1) z réwnoscia SPAD = SMAQ, wzyskujemy podobienstwo

trojkatéw APD i AMQ. W szczegdlnosei 9 ()M A 00° co jest
mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy punkt O lezy na prostej Q) ]
Sposéb II: Niech E bedzie punktem przeciecia prostej AD 2z okregiem

opisanym na tréjkacie ABC, ktérego srodkiem jest punkt O. Ponie-
waz prosta AE jest dwusieczna kata BAC to punkty P i Q) sy syme-
tryczne wzgledem AFE, a wiec czworokat APE(Q) Jjest deltoidem. Skoro
AO = OEF, to czworakat ten jest rombem wtedy i tylko wtedy, gdy punkt

O lezy na prostej PQ.

Bez szkody zalézmy, 2e AB < AC (jeli AB = AC, to rozumowanie
przebiega analogicznie). Z réwnodci SDPA = SAQD = 90° wynika,
ze na czworokacie APDQ mozna opisaé okrag. Drugi punkt przeciecia
tego okregu z prosta BC oznaczmy przez R. Niech K i L oznaczajg
punkt przeciecia prostej BC z prostymi odpowiednio PE i QF (rys. 2).

Zauwazmy, ze

2n—-1
Pozostaje wykazaé, ze Y 22 > (2n — Dzd,

Dl i =1 Zatdanain;eréwnos’é Jest spetniona. Przyjmijmy n > 2
i oznaczmy przez B i C odpowiednio Srednig arytmetyczng liczb
T1y T2y ooy Tn—1 OTAZ Tpyy, Tpig,. .., Ton_1. Z zalozen zadania wynika,
ze B < z, < C. Ponadto zachodzi réwnosé

O0=@2n=-1A=gz,+(n-1)(B+C).

Z nieréwnosci migdzy $rednia arytmetyczng i kwadratows oraz nie-
réwnodcl tréjkata wynika, ze

n—1 n—1
Z |i] T
2oyl S li=l 1 p
n-1" n-17 n_1 |81,
n—1 2n—-1
stad > a? > (n — 1)B. Analogicznie dostajemy 3 z? > (n—1)C2%
i=1 i=nt1
Oznacza to, ze spelniona jest nieréwnogé
2n-1
Salzali(n- 1)(B%+C?).
i=1

Niech g(t) = t*+(B+C —t)% Poniewaz g(B) = 9(C) = B2+ C? oraz
wspblezynnik przy ¢? funkeji g jest dodatni, t6 dla B < t < C zachodzi
nieréwnosé g(t) < B+ C2 W szczegblnoscei skoro B < z, < C, to
zachodzi nieréwnosé

B+ C* 2 g(&,) = 22 + (B + C — )%

Z réwnosci (n — 1)(B + C) + z, = 0 wynika, ze liczby B+ C i z,
sa przeciwnych znakéw, wiec (B 4 C — zx)? 2 22, Laczac otrzymane
oszacowania dostajemy B + G2 » 212,
Ostatecznie
2n-1
Yoz a4 (n—1)(B*+C% > (2n - L
i=1

co bylo do okazania. =]

+2 > (zi— ;)% +2

$EBA = $DBA+ SEBC = $CEA+ 4DCE = SADC =
180° - ¢ ADR = IRPA,

wige czworokat PBER jest trapezem. Analogicznie dowodzimy, ze czwo-
rokat RECCE) jest trapezem. Wynika stad, ze punkt R lezy miedzy punk-
tami K1 L.

Pola tréjkatéw PBR 1 PER s réwne, gdyz tréjkaty te majg wspolng
podstawg PR i réwne wysokosci opuszezone na PR. Wobec tego pola
trojkatow PBK i RKE tez sa réwne. Podobnie, pola tréjkatéw REL
1 QLC sy réwne. Zatem

[APEQ] = [APKLQ] + [KED] + [DEL] =
= [APKLQ] + [RKE) + REL| =
= [APKLQ] + [PBK] + [QLC] = [ABC),

gdzie symbolem [F] oznaczylismy pole figury F.

Z powyzszego rozumowania wynika, ze [BCQP] = [APQ] =
[APQ) = J[ABC] < [APQ) = $APEQ)], co zachodzi wiedy i tyl-
ko wtedy, gdy czworokat AQEP Jest rombem. 0J

3. Dane sg liczby rzeczywiste 71 S T2 < ... < Zon-y, ktérych srednia
arytmetyczna réwna jest A. Wykazaé, e

-1 In-1
2: ) (zi— AP > (2 — )%

E]
3

[
o
«
I

Rozwiazanie:
Sposdb I: Zauwazmy, ze Jezell zastapimy liczby 7, T8y oo 3 Gl
powiednio przez z; — A, Tov e Al i g A, to nieréwnoéé do udo-

wodnienia w zadaniu nie zmieni sie, gdyz érednia arytmetyczna nowych

liczb wymosi 0. Oznacza to, ze nie zmniejszymy ogdlnogci przyjmujac
A=0.

Przy takim zalozeniu prawa strona nieréwnodci Przyjmuje postaé

2n-1 2n-1 2n—1 In—1

i=1

2 (mi=an) = 3 e =20, 3" mik (Gn-l)al = 3 2+ (2n-1)z2.
i=1 =1 §=1

Sposéb II: Zastepujac liczbyrmiizo. L. Th .y odpowiednio przez ©; —

Tny ¥2 = Tny .., Tgn-1 — Tp, mozemy bez straty ogoélnosci przyjaé, ze
Zn = 0. Dla n = 1 nieréwnosé jest spetniona. Przyjmijmy n > 2. Mamy
cigg réwnosci

2n-1 2n—1 2n—1 2n—

L
2Y (2i—AP - Y (zi~2,) = DT —4A S 5+ 2(2n - 1)A% =
i i=1 i=1

W) 2n—1 3 4 on—1

1 2
P — T — ——— L= ——
n—1 = 2n_11<i<jz<:2n—lrx] 2”"1(;%+

(Ii ] Ij)z —4 Z %
1€i<jgn-1 n+1<i<j<2n-1 1gign-1
n+1<j<2n—~1

Poniewaz 22, < 0 dlai < n < J, to powyzsza suma jest nieujemna.
Oznacza to, %e wyjsciowa nieréwnodé Jest speliona. O



